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Trigonometriaa

Tutkitaan kuvausta R, : R? — R2,
a— Rg(a),

joka kiertdi vektoria a # 0 suunnatun kulman o verran kuvion
1. osoittamalla tavalla. Sovitaan erikseen, ettd R,(0) = 0.

Kuvio 1.

Kuviosta 2. luettavissa, ettd vektorien summa kiertyy termeit-
tain,

eli
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Kuviosta 3. ilmenee, etté kierron ja venytyksen jérjestys voidaan
vaihtaa, eli jos t € R, niin R, (ta) = tR.(a).

Kuvio 3.

Kuvioittakin on selvéa, ettd kahden perdkkéin suoritetun kier-
ron jérjestys voidaan vaihtaa ja kierrot yhdistyvét yhdeksi ai-
noaksi kierroksi, jonka kulma on osakiertojen kulmien summa,
s1iS
Ra(Rs(a)) = Rp(Ra(a)) = Rasp(a).
Lisdksi ymmaéarretdan, etta
Rro(i) =7, Rap(j) =—i ja Ra(i) = cosai+sinay.
Todettujen laskusddntéjen avulla saadaan vield
Ra(j) = Ra (Rﬂ/g(g)) = RW/Q (Ra(g)) = Rﬂ/g ( COS Oég + sin Oéj) =
= cos aRy/2(1) 4 sin aRy j9(j) = cos aj — sin ai.

Siis kantavektorien kierrot ovat

R.(1) = cosai+sinaj

Ro(j) = cosaj — sinqi.
Kirjoittamalla johdettujen laskusdéantojen avulla yhtalo

Ra+s(i) = Ra(Rs(7))

eksplisiittisempéadn muotoon saadaan vélittomaésti trigonomet-
rian tarkeimmaét kaavat

sin (a+ ) = sinacos§ + cosasin
cos (aw+ ) = cosacosf —sinasin 3.
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Naita kutsutaan sinin ja kosinin yhteenlaskukaavoiksi ja ne ovat
siind mielessé trigonometrian tarkeimmét kaavat, ettd niiden
avulla voidaan todistaa melkein kaikki muu koulutrigonomet-
riassa esiin tuleva. Sinin ja kosinin perusmaééritelmien lisdksi téay-
tyy tuntea ainoastaan néiden funktioiden parittomuus/parillisuus
ominaisuudet. Niitd soveltaen saadaan yhteenlaskukaavoista va-
hennyslaskukaavat

sin (w — #) = sinacos S — cosasin 3
cos (o — ) = cosacos 3+ sinasin g,

ja esimerkiksi kosinin vdhennyslaskukaavasta seuraa

1 =cos0 = cos (a — a) = sin a + cos” .

Pari harjoitusta
1. Piirrd yhtdlod R, (ta) = tR,(a) havainnollistava kuvio siind

tapauksessa, ettd t < 0.

2. Johda yhteenlaskukaavat yhtilosti
Ra+5(i) = Ra(Rs(7))
sekd vihennyslaskukaavat yhteenlaskukaavoista.

3. Todista taulukkokirjassa olevat trigonometristen funktioi-
den ominaisuuksia koskevat kaavat.
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