MANTAN LUKIO TEX

Lukujonon raja-arvo

Lukujonon raja-arvo on matemaattisen analyysin tiarkeimpia kisitteitd, silla
sen avulla voidaan méaéritelld suurin osa analyysin muista késitteistd. Raja-
arvon madritelmén avulla on myos helpointa oppia analyysin keskeisimmén
tyovilineen, e-tekniikan, kiyttd. Raja-arvon tarkka médritelma ja siihen liit-
tyvé e-tekniikka eivit ole koskaan kuuluneet lukion oppiméairidan, mutta ko-
kemus on osoittanut, ettd matematiikasta todella kiinnostuneella lukiolaisel-
la ei ole mitddn ikdédn liittyvad kehityspsykologista estettd niiden omaksumi-
seen. TaAm4 kirjoitelma pyrkii tdydentdméan lukioissa kiytettyja oppimate-
riaaleja mainituilta osin ja néin johdattamaan asiasta kiinnostuneen lukijan
matemaattisen analyysin perusteiden syvempéddn ymmartiamiseen.

Maarittelemme raja-arvon aluksi havainnollisesti ja tarkennamme maéaritel-
mai asteittain, kunnes saamme sen matemaattisesti moitteettomaksi. Ha-
vainnollistamme e-tekniikkaa muutamalla esimerkilld ja lopuksi annamme
sarjan harjoitustehtivid, joiden huolellinen suorittaminen varmistaa asian
ymmartamisen.

Lukujono (a,) suppenee kohti raja-arvoa a, jos jonon termit a,,
lahestyvdt rajattomasti lukua a eli tulevat mielivaltaisen lihelle
lukua a, kun n kasvaa rajattomasti.

Mitd tarkoitetaan rajattomalla ldhestymiselld eli mielivaltaisen ldhelle tu-
lemisella ja luvun n rajattomalla kasvamisella? Merkitsemme niitd nuolilla
a, — a ja n — 0o, mutta merkintdtapa ei ole vastaus kysymykseen. Kos-
ka lukujen a ja a, véilinen etiisyys on niiden erotuksen itseisarvo |a — an‘,
voimme joka tapauksessa sanoa, etti

an — @ JOS ja vain jos |a — an’ — 0, kun n — oo.

Sekd rajaton lihestyminen ettd kasvaminen ovat kuvailevia kisitteitd, jot-
ka eivit sellaisenaan kelpaa matemaattiseen méaritelmiaidn. Ne on voitava
maédritelld yksinomaan reaalilukujen ominaisuuksia kiyttden. Tarkastelem-
me aluksi n:n kasvamista. Kuinka suureksi sen pitda tulla, jotta raja-arvo
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saavutettaisiin? Valttdmatta mikdan ddrellinen arvo ei riité, silld esimerkik-
si jonon (ay,), a, = 1/n, termit lihestyvit nollaa n:n kasvaessa, mutta raja-
arvoa 0 ei saavuteta milldéin n:n arvolla. Luku n on siis valittava suuremmaksi
kuin mikd tahansa ennalta asetettu darellinen rajakohta N € Z.. Tata mer-
kitsemme lyhyesti n — oo ja sanomme n:n lahestyvian daretonta.

Etaisyys ‘a — an| on n:std riippuva ei-negatiivinen reaaliluku. Jos se voidaan
n:id kasvattamalla tehdd pienemmdksi kuin mikd tahansa ennalta valittu po-
sitiwvinen reaaliluku, niin sanomme sen tulevan mielivaltaisen ldhelle nollaa.
Néin myos rajaton nollaa lihestyminen tulee méaaritellyksi reaalilukujen omi-
naisuuksien avulla ja voimme nyt muotoilla raja-arvon tarkan méaritelmén.
Teemme sen aluksi Ernst Lindeldfin (1870—1946) mainion teoksen ”Johdatus
korkeampaan analyysiin 7, [2], tekstid mydtaillen.

Lukujonolla (a,) sanotaan olevan luku a raja-arvona, eli lukujonon
sanotaan suppenevan kohti raja-arvoa a, jos jokaista posititvilukua e
kohden, valittakoon tdmd miten pieni hyvdinsd, aina voidaan mdadaratd
sellainen kokonaisluku N, ettd

‘a — an‘ < e nun pian kuin n > N..

Edelleen Lindel6fia lainaten: Ndmd epdyhtdlot sisdltdvit sen, ettd kaikki jo-
non (a,) luwout, joille n > N., joutuvat valille la — e,a + €[. Jos valitaan
pienempi €, nin lukua N, tdytyy yleensd suurentaa, jotta tamd ehto olisi
taytetty.

Lindel6fin "Johdatuksen”, samoin kuin hidnen muitakin teoksiaan, saattaa
16ytad suurimpien kaupunkien kirjastoista ja hyvélla onnella myos antikvari-
aateista. Se on yksi merkittdvimmistd Suomessa ilmestyneistd matematiikan
oppikirjoista, silli sen avulla suomalaisen matematiikan maailmanmainee-
seen kohottaneet funktioteoreetikot opiskelivat analyysin alkeet 1900-luvun
alkupuolella. Rolf Nevanlinna (1895 — 1980) on sanonut teoksen vaikutta-
neen ratkaisevasti hinen uravalintaansa. Han oli harkinnut klassisten kielten
opiskelua, mutta ylioppilaskesidné luettu "Johdatus” herétti hénessi peruut-
tamattoman kiinnostuksen matematiikkaan. My6s akateemikko Olli Lehto
([1]) on kertonut lukeneensa teoksen ylioppilaskesdnddn samoin seurauksin.

Vanhahtavasta kieliasustaan huolimatta Lindel6fin antama maéritelma on
vieldkin pedagogisesti ylittamaton, silli se on matemaattisesti tarkka ja sa-
malla siind selitetdin asia ytimekkéisti. Samaan tarkkuuteen ja selittavyy-
teen pyritddn teoksessa [3], jossa annettu raja-arvon mairitelmé on oikeas-
taan vain Lindel6fin maéritelméan kddnnos nykysuomeksi.
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Lukujono (a,) suppenee kohti raja-arvoa a, jos jokaista positiivista lu-
kua € vastaa sellainen positivinen kokonaisluku n., ettd

|a—an|<5 aina, kun n > n..

Kun € > 0 on kiinnitetty, olipa se kuinka pieni tahansa, taytyy siis
loytya tallainen (tavallisesti :sta riippuva) luku n..

Luentomaisessa esityksessi, jossa selitykset voidaan tehd& suullisesti, méari-
telmd on tapana tiivistda logiikan késitteitd hyodyntden. Néin saadaan itse
asiassa kielimuurit ylittiva raja-arvon mééaritelma.

Lukujonon (ay) raja-arvo on a, jos

Ve e Ry: dn. € Z,: n>n5=>‘a—an‘<5.

Maéaritelmén avulla emme voi laskea annetun jonon raja-arvoa. Sen avulla
voimme ainoastaan todistaa, ettd annettu luku joko on tai ei ole annetun
jonon raja-arvo. Esimerkit selventivit asiaa.

Esim. 1 Todistamme, ettéd lima, = 2, kun a, = (2n+1)/(n — 1).

Olkoon e mielivaltaisesti valittu positiivinen luku. Tall6in

= <e,

2n+1 3
‘2_%’:‘2_ ’_n—l

n—1

jos n > 1+ 3/e. Jos siis kokonaisluku n. on vihintdén yhtésuuri kuin
reaaliluku 1 4 3/ ja n suurempi kuin n., niin ‘2 — an‘ < ¢ olipa posi-
tiivinen € kuinka pieni tahansa. Siis a,, — 2, kun n — oc.

Esim. 2 Osoitamme, ettd lima,, # 2, kun a,, = (3n —1)/(n — 1).

Tutkimalla erotusta ‘2 — an‘ nidemme, etti

> 1,

|2_an|:‘2_3n—1):n+1
-1

n n—1

kun n > 2, joten epiayhtalo |2 — an‘ < ¢ ei voi toteutua jos esimerkiksi
0 < e < 1. Téten lima,, # 2.
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Se, ettd (esimerkissd 1) reaalilukua 1+ 3/ suurempia kokonaislukuja on ole-
massa, seuraa reaalilukujen perusominaisuuksista, joihin emme puutu tés-
si yhteydessi. Kiinnostunut lukija voi perehtyd reaalilukujen aksiomaatti-
seen esitykseen, samoin kuin jatkuvan funktion ominaisuuksien todistami-
seen, teoksen [3] avulla. Siind selvitetddn myos e-todistusten laatiminen erit-
tain yksityiskohtaisesti.

Maéaritelmén avulla voimme todistaa myos jonoja koskevia yleisié lauseita.

Esim. 3 Jos (a,) ja (b,) ovat suppenevia jonoja, niin myds niiden termien sum-
mista muodostuva jono (a, + b,) on suppeneva ja

lim (a,, + b,) = lima,, + lim b,.

Todistus. Olkoot lima,, = a, limb,, = b ja € mielivaltaisesti valittu po-
sitiivinen reaaliluku. Raja-arvon maéritelméan perusteella on olemas-
sa kokonaisluvut n; ja ng siten, ettd |a — a,| < €/2, jos n > nq, ja
|b—b,| < e/2, jos n > ng. Jos nyt n > max (ny,n2), niin kolmioepayh-
taloa soveltaen saamme

|(a+b)—(an+b,)| = [(a—an)+(b=b,)| < |a—an|+|b—b,| < e/2+¢/2 =,

mista vaitos seuraa.

Voisimme valita luvut n; ja ny myos siten, ettd |a —a,| < €, jos n > nq,
ja |b—b,| < e, jos n > ny. Téll6in, jos n > max (ny, ng), niin saamme
kolmioepéayhtélon avulla

|(a+b)—(an+b,)| = [(a—a,)+(b=b,)| < |a—an|+|b—b,| < e4e = 2,

mistd vaitos myds seuraa, silld 2¢ on yhtélailla mielivaltainen positiivi-
nen reaaliluku kuin e.

Harjoitustehtavia
1. Osoita, ettéd esimerkissi n:o 2 annetun jonon raja-arvo on 3.

2. Olkoon c¢ reaalinen vakio ja (a,) suppeneva jono. Osoita, etté

lim (c a,) = ¢ lim a,,.
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3. Jono (a,) on rajoitettu, jos on olemassa M € R, siten, etti kaikilla n:n
arvoilla on ‘an{ < M. Osoita, ettd suppenevat jonot ovat rajoitettuja.
4. Osoita: Jos lima, = a ja limb,, = b, niin lim (a,b,) = ab.
9. Osoita: Jos lima, = a ja lima, = b, niin a = b.
6. Osoita: Jonon (a,) raja-arvo on a jos ja vain jos jokaisen vilin
la—e,a+e] (e €Ry)
ulkopuolella on korkeintaan dérellinen méard jonon termeja.
7. Muotoile pelkistiin reaalilukujen ominaisuuksiin tukeutuva méiritel-
ma sille, ettéd lim a,, = cc.
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