MANTAN LUKIO MA16 ®)

Raaka tehtaval

Petolintu lentda 50 metrin korkeudella ja havaitsee suoraan ala-
puolellaan pupujussin. Lintu lahtee syoksyméaén vakiovauhdilla
v kohti pupua, joka samalla hetkelld ldahtee loikkimaan nopeu-
della 10 m/s kohti sadan metrin pééssé olevaa kotikoloaan. Lin-
tu suuntaa syoksynsé joka hetki pupua kohti. Mik& on pienin v,
jolla lintu tavoittaa pupujussin?

Vast : v = m/s &~ 13 m/s.
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2

Ohje: Sijoita lintu alkuhetkelld origoon, pupu pisteeseen (50, 0)
ja pupun tyhjéksi jaava kotikolo pisteeseen (50, 100).
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Ratkaisu. Merkitseméalld 10m/s = u, 50m = a ja 100m = b
saadaan kauniimpia yhtaloitda. Alkakoon linnun syodksy hetkella
t = 0 ja olkoon y = f(z) linnun ratakdyrén yhtélo. Lintu 1&h-
tee origosta ja syoksy alkaa kohtisuoraan alas, joten f(0) =0 ja
f/(0) = 0. Linnun syoksymisnopeus v(> u) on pienin mahdolli-
nen silloin, kun se tavoittaa pupun sen kotikolon edustalla. Siis

f(a) =b.

(a,b) # kotikolo

r #(a,ut)

v (a,0)

Jos lintu on hetkelld ¢ pisteessd (z, f(z)), niin se on aikavélilla
[0, t] kulkenut matkan vt ja toisaalta matka on kdyran y = f(z)
vélilla [0, x| olevan osan pituus. Siis

ot= [ VTR de. 1)

Hetkelld ¢ pupu on pisteessi (a, ut). Koska linnun syoksy suun-
tautuu jatkuvasti pupua kohti, saamme sen lentoradan kohdas-
sa x olevan tangentin kulmakertoimen eli funktion f derivaatan
esitettyd pupun sijainnin avulla,

o=
mistéd seuraa
ut = f(x) + f'(z)(a — ). (2)
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Eliminoimalla ¢:n yhtéloistd (1) ja (2) saamme yhtdlon, josta
ratkeaa ratakidyrd y = f(x), ja sen avulla v. Aluksi pahalta
nayttava yhtalo

g/ T+ [FEOPde = f(@) + f@)a—x),  (3)

siistiytyy derivoimalla muotoon

—VI+ @] = /' (@)(a—a) (4)

Merkitsemélld p = f/(z), jolloin f"(z) = Zp saamme (4):sté

u 2:d_p _
V14D dx(a ),

mistd muuttujat erottamalla tulee

dp u dr

V1+p? T va-—a
ja edelleen integroimalla

ln(p—l—\/1+p) ——ln (a —z)+ A.

Koska p(0) = f/(0) = 0, saamme A = “lna, ja yhtdlo sievenee
muotoon

n(p+m):%hl< ¢ ):m( ¢ )“/1.} (5)

a—x a—x

Huomaamalla, etté yhtélon (5) vasen puoli on hyperbolisen sinin
kéaanteisfunktio, saamme

p s (i (2" 4 45D
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Kirjoittamalla f’(x) muotoon

o= 10-2)" Ho-ny”

saadaan integroimalla
av x Hu/v av x\ L-u/v
-9 - o
/() 2(v + u) ( a 2(v — u) a i

Ehdosta f(0) = 0 seuraa, etté

C:g( (% () >:UCL7J,U

2\v—u v+u 2—u
joten ratakayrén yhtalo on

27

fx) =

av (1 x)HU/i av (1 B z)l—U/i auv

2(v +u) a 2(v — u) a v?—u?

Ehdosta f(a) = b saamme v:n ratkaisemiseksi yhtalon
auv

fla)=5——= =0,

() u

mikéd annettujen numeeristen arvojen sijoittamisen jalkeen pel-

kistyy muotoon
v* — 5v — 100 = 0.

Etusivulla annettu vastaus saadaan tasta.
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