Taydellisista luvuista

Téydelliseksi luvuksi (perfect number) kutsutaan positiivista kokonaislukua,
joka on itseddn pienempien positiivisten tekijoidensd summa. Esimerkiksi
luku 6 on tadydellinen, silldi 6 = 1 + 2 + 3. Samoin luku 28 on téaydelli-
nen, silli sen itseddn pienemmét positiiviset tekijat ovat 1, 2, 4, 7 ja 14
jal+2+4+7+14 = 28. Taydelliset luvut ovat kiinnostaneet matemaatikoi-
ta jo tuhansien vuosien ajan ja niihin liittyy erditd matematiikan vanhimpia
ratkaisemattomia ongelmia.

Eukleides lienee ensimmainen tiydellistd luvuista tuloksia julkaissut mate-
maatikko. Hianen Elementansa on parhaiten tunnettu geometrian aksiomaat-
tisesta esityksestd, mutta se sisdltda myos merkittavia lukuteorian tuloksia.
Niistd tunnetuin on kaikkien aikojen kauneimmaksi matemaattiseksi todis-
tukseksi mainittu todistus sille, ettd alkulukuja on ddreton maara. Eukleides
todisti myos, ettd kaikki muotoa

a=2""12" 1)

olevat parilliset luvut, missa 2 — 1 on alkuluku, ovat taydellisia. Vasta 1700-
luvulla Fuler onnistui todistamaan, ettd muita parillisia taydellisid lukuja ei
ole olemassa. Kdymme ldpi Eukleideen ja Eulerin todistukset esiteltyimme
aluksi erditd apukisitteita.

Aritmetiitkan peruslauseen mukaan luvun a € Z, alkutekijihajotelma
a = plflpl§2 .. .pfl",
missd a:n alkutekijat py, po, ..., p, ovat suuruusjirjestyksessa, on yksikasittei-

sesti maadrdtty. Jos a on alkuluku, niin a tulkitaan yksitekijdiseksi tuloksi.
Luvun a kaikkien positiivisten tekijoiden (a mukaan lukien) summa on

o(a) = (1+p1+pf+. ) .+plf1)-(1+p2+p§+. . .+p§2)-. ) .-(1+pn+pi+. ) .+pﬁ”),

miki geometrisen summan kaavan perusteella sievenee muotoon
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Alkuluvulle p on o(p) = 1+ p ja jos syt(a,b) = 1, niin o(ab) = o(a)o(b).

Voimme nyt muotoilla tdydellisyysehdon tédsmaillisesti ja todistaa Eukleideen
ja Eulerin keksimét parillisia tdydellisid lukuja koskevat tulokset.

Maaritelma: Luku a € Z on tdydellinen, jos sen kaikkien posititvisten te-
kijoiden summa on 2a eli o(a) = 2a.

Eukleides: Jos m > 2 ja 2™ — 1 on alkuluku, niin a = 2™~ 1(2™ — 1) on
taydellinen luku.

Todistus: Laskemme luvun a = 2™7(2™ — 1) kaikkien positiivisten tekijoi-
den summan. Koska syt(2™1,2™ — 1) =1 ja 2™ — 1 on alkuluku, on

m

o(a) = o (2"1(2"-1)) = 0 (2" "o (2"—1) = 2 _1

(142™—1) =2™(2"—1) = 2a,
joten a on taydellinen.

Euler: Jos a € Z, on parillinen ja tiydellinen luku, niin a = 2™ 1(2™ — 1),
missd m > 2 ja 2™ — 1 on alkuluku.

Todistus: Koska a on parillinen, voimme kirjoittaa sen muotoon a = 2" 1k,
missd m > 2 ja k on pariton. Télléin syt(2™ 1 k) =1 ja
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oa) =0c(2" k) =o(2" ") o(k) o(k)= (2™ —1)o(k).

Toisaalta, koska a on tdydellinen, on
ola) =2a=2-2""1k=2"k .

Néin saadaan yhtalo
(2™ — 1D)o(k) = 2™k.

Koska syt(2™,2™—1) = 1, on aritmetiikan peruslauseen mukaan k:n ja o(k):n
oltava (2™ — 1):n ja 2™:n samoja monikertoja eli on olemassa luku ¢ € Z

siten, etta

k=c-(2™—=1)jaoc(k)=c-2™.
Luvun k tekij6iden ¢ ja c- (2™ — 1) summa on ¢- 2™ = o(k), joten k:lla ei voi
olla muita tekijoita. Koska k:lla kuitenkin on tekijat 1 ja 2™ — 1, ei ole muuta

mahdollisuutta kuin ¢ = 1 ja k = 2" —1 on alkuluku. Titen a = 2" 1(2™—1)
ja vaite on todistettu.



Yhdistdmme Eukleideen ja Eulerin tulokset lauseeksi:

Lause: Parillinen luku a on tiydellinen jos ja vain jos a = 2™~ 1(2™ — 1),
missd m > 2 ja 2™ — 1 on alkuluku.

Lause ratkaisee parillisten taydellisten lukujen ongelman ldhes taydellisesti.
Vain niiden lukumaééra jad arvoitukseksi. Parillisia taydellisia lukuja on yhté
paljon kuin muotoa 2™ — 1 olevia alkulukuja eli Mersennen alkulukuja. Nii-
td otaksutaan olevan didrettoméan monta, mutta otaksumaa ei toistaiseksi ole
onnistuttu todistamaan.

Parittomista taydellisistd luvuista tiedetddn vihemmaén. Yhtadn sellaista ei
tunneta, eikd mydskidin osata todistaa, ettd niitd ei olisi. Tiedetddn kuiten-
kin, ettd lukua 103°° pienempii parittomia tiydellisiéi lukuja ei ole olemassa.
Parittomien taydellisten lukujen olemassaolo lienee matematiikan vanhin rat-
kaisematon ongelma.

Maérittelemme vield Eulerin funktion ¢, koska taydelliset luvut voidaan ta-
vallaan karakterisoida sen avulla.

Maéaritelmai: Jos m on positiivinen kokonaisluku, niin ¢(m) on niiden lukua
m pienempien positiivisten kokonaislukujen lukumddrd, joiden suurin yhtei-
nen tekija luvun m kanssa on 1. Erikseen sovitaan, etti ¢(1) = 1.

Esimerkiksi ¢(12) = 4. Eulerin funktiolla on seuraavia ominaisuuksia, joiden
todistamisen jatdmme harjoitustehtavaksi:

Jos p on alkuluku, niin ¢(p) = p — 1.

m m—1
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Jos p on alkuluku ja m € Z., niin ¢(p™) =p
Jos p ja ¢ ovat alkulukuja, niin ¢(pq) = (p — 1)(¢ — 1).
Jos syt(a,b) = 1, niin ¢(ab) = ¢(a)p(b).

Jos luvun a € Z, alkutekijahajotelma on a = plflp§2 ...pk ) niin

oa) =a(l— D)1-1)..a-1.
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Myos taydellisten lukujen ja FEulerin funktion vélisen yhteyden todistamisen
jatdmme harjoitustehtaviksi:

Lause: Luku a € Z., jonka alkutekijihajotelma on a = p’flp;” co.pknon
taydellinen jos ja vain jos

Harjoitustehtéivia:

1. Maéaritd neljd pieninta taydellistd lukua.

2. Osoita, ettd taydellisen luvun kaikkien positiivisten tekijoiden kdénteis-
lukujen summa on 2.

3. Olkoon p alkuluku ja m € Z,. Osoita, ettd p™ ei ole tdydellinen luku.

4. Osoita, ettd jos pariton tdydellinen luku on olemassa, niin silld on va-
hintddn kolme eri alkutekijaa.

5. Olkoot p1,po, ..., p, keskendén erisuuria, parittomia alkulukuja. Osoi-
ta, ettd a = p1 - po - ... p, ei ole tdydellinen luku.

6. Todista tekstissé esitetyt Eulerin funktion ominaisuudet seké lause, jos-
sa todetaan tdydellisten lukujen ja Eulerin funktion vélinen yhteys.
Osoita erityisesti, ettd parilliset tdydelliset luvut toteuttavat mainitus-
sa lauseessa annetun yhtélon.
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