MANTAN LUKIO I TREX

Painopiste

Sanomme tasa-aineiseksi kappaletta, jonka materiaalissa ei ole sisiisié tihey-
den vaihteluja. Téllaisen kappaleen painopisteen sijainti voidaan joskus paé-
tella kappaleen muodon perusteella. Esimerkiksi tasa-aineisen pallon paino-
piste on selvisti pallon keskipiste. Jos tasa-aineisella kappaleella on symmetria-
akseli, niin painopiste on akselilla ja jos kappaleella on useampia symmetria-
akseleita, niin painopiste on niiden leikkauspiste. Tutkimme painopisteen las-
kemista siiné tapauksessa, ettd kappaleella on yksi symmetria-akseli. Ongel-
ma johtaa integraalilaskentaan ja tarjoaa mainioita mahdollisuuksia sovel-
taa lukiossa opittua laskutekniikkaa. Tarvittavan perusfysiikan kertaamisek-
si tutkimme aluksi suoralla sijaitsevaa diskreettid massajakaumaa.

Pisteméiset massat mq, ... , m,, joiden summa on m, sijaitkoot z-akselin
pisteissa x1, ... , x,. Massajakauman painopiste u sijaitsee jossakin véleisté
[Tk, Tp41[- Massajakauma on p:n suhteen tasapainossa jos pisteisiin x; vaikut-
tavien voimien p:n suhteen laskettujen momenttien summa on nolla. Koska
massat ovat suoralla, voimme merkitéd p:n molemmin puolin laskettujen mo-
menttien itseisarvot keskendén yhtasuuriksi.
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Perehdymme seuraavaksi kappaleisiin, joiden massajakauma on jatkuva. In-
tegraalilaskennan perusidean kertaamiseksi katsomme aluksi, miten kappa-
leen tilavuus lasketaan.

Olkoot a ja b kappaleen &déaripdiden projektiot z-akselilla. Jos kappaletta lei-
kataan x-akselia vastaan kohtisuorilla tasoilla ja tunnetaan leikkauskuvion
pinta-ala A(z) jokaisessa pisteessd x € [a, b], niin kappaleen tilavuus voidaan
laskea.
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Kohdassa x oleva tilavuusalkio on dV = A(z)dx ja kappaleen tilavuus saa-
daan summaamalla vililla [a, b] olevat tilavuusalkiot:

- /;zv _ /al;l(:c)d:c.

Oletamme nyt, ettd kiintedlld kappaleella on yksi symmetria-akseli, jonka
valitsemme z-akseliksi. Kappaleen daripaat sijaitkoot pisteisséd a ja b. Maéri-
tdmme kappaleen painopisteen momenttiehtoa soveltamalla. Jaetaan kappa-
le x-akselia vastaan kohtisuorilla tasoilla levymaéisiksi massa-alkioiksi kuvan
osoittamalla tavalla.

Pisteissd x ja 2’ oleviin massa-alkioihin dm ja dm’ vaikuttavien voimien mo-
menttialkiot (niiden itseisarvot) p:n suhteen ovat (u— x)gdm ja (x' — p)gdm.
Summaamalla ne g:n molemmin puolin saamme yhtélon

/au (k— x)gdm = /ub (2" — p)gdm/,
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josta, merkitsemalld m = ff dm, edelleen

- % / " vdm. (2)

Yhtalot (1) ja (2) nayttdvat samankaltaisilta, mutta niilld on eréds selked
eroavaisuus: yhtélo (1) on valmis laskukaava, jonka avulla voidaan laskea
diskreetin massajakauman painopiste sijoittamalla kaavaan massat ja niiden
koordinaatit kun taas yhtélo (2) on pikemminkin toimintaohje laskun suo-
rittamiseksi, silld massa-alkio dm on muodostettava aina tapauskohtaisesti.
Kaava (2) toimii myos silloin, kun kappaleen tiheys (massa pituusyksikkoa
kohti) vaihtelee. Tiheys on télloin tunnettava jokaisessa kohdassa z eli on
tunnettava tiheysfunktio f, jonka arvo ilmoittaa kappaleen tiheyden leik-
kauskohdassa x. Jos y = f(x) on téllainen funktio, niin ‘fl—’;‘ = f(x) ja siis
kohdassa z oleva massa-alkio on dm = f(x)dx

Esimerkki. Maaritdmme tasa-aineisen r-sédteisen puolipallon painopisteen.
Olkoon m kappaleen massa jolloin tiheys on p = m/V, missd V = 277r3/3.
Puolipallon symmetria-akseli on halkaisijatasoa vastaan kohtisuora séde.

Wis

Kuva 4.
Kuvan mukaan kohdassa z oleva tilavuusalkio on dV = wh?dz = 7(r* —2?)dx
ja sitéd vastaava massa-alkio on

3m
dm = pdV = 2—73(7“2 — xQ)dx.

Saamme

" 3
- / xdm = ﬁ (r2x - x?’)dx = gr

Painopiste sijaitsee siis halkaisijatasoa vastaan kohtisuoralla séteelld etéisyy-
delld 3r/8 halkaisijatasosta.
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Tutkimme viela diskreettid massajakaumaa yleisemmin. Sijaitkoot pisteméi-
set massat mq, ..., m, pisteissa Aj,..., A, massattoman tukirakenteen kan-
nattelemina ja olkoon m massojen summa. Olkoon edelleen O mielivaltai-
sesti valittu avaruuden piste. Yhtéloiden (1) ja (2) perusteella "arvaamme”
painopisteen G sijainnin seuraavasti:

— 1 < —
- = OA.
OG = — E m;O4; (3)

=1
Ndemme G:n massajakauman painopisteeksi osoittamalla, ettd pisteisiin A;

—
vaikuttavien voimien G:n suhteen laskettujen momenttien GA; X m;g summa
on 0. Jitdmme tdmin harjoitustehtiviksi.

Kuva 5.

Pisteen G sijainti riippuu néennéisesti myos pisteestd O, mutta voidaan osoit-
taa, ettd jos

—_— 1 <& —_—
! ’:—E 0 A, 4
oG mi_lmZO i (4)

niin G’ = G. My0s tamén yksityiskohtaisemman késittelyn jitdmme harjoi-
tustehtéviksi ja toteamme, ettd yhtédlo (3) médrittelee pisteen G yksikasit-
teisesti.
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Pohdittavaa

Seuraavassa muutamia asiaa valaisevia ajattelu- ja laskutehtévia.

L.

7.

Hahmottele muutamia kolmiulotteisia kappaleita, joilla on vihintdéan
kaksi symmetria-akselia.

Miksi tasa-aineisesta levystéa leikatun tasokolmion painopiste on kol-
mion mediaanien leikkauspiste? Ohje: Ajattele kolmio viipaloiduksi jon-
kin sivun suuntaisin leikkauksin. Missa sijaitsevat viipaleiden painopis-
teet? Minké janan painopisteet muodostavat?

Maarita tasa-aineisesta materiaalista tehdyn mielivaltaisen nelitahok-
kaan painopiste. Ohje: Voit hyodyntéa edellisen tehtdvén tulosta viipa-
loimalla tahokkaan sopivasti.

Suorita yksityiskohtaisesti yhtéloiden (1) ja (2) johtaminen tekstissa
annetuista momenttiehdoista ldhtien.

Tasa-aineisesta materiaalista valmistetun pyordhdysparaboloidin poh-
jan sdde on r ja korkeus on h. Maérita kappaleen tilavuus ja painopiste.
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Maarita tasa-aineisesta materiaalista valmistetun korkeusjanansa suh-
teen symmetrisen kartion painopiste. Miké korkeusjanaa vastaan koh-
tisuora leikkaus jakaa kartion kahteen yhtédsuureen osaan?

Maarita tasa-aineisesta levystéd tehdyn puoliympyrén painopiste.
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S. Oletetaan, ettd x-akselin vélissé [0, oo[ on lanka, jonka massan tiheyden
pisteissd « € [0, oo[ ilmoittaa tiheysfunktio f(z) = e~*. Laske langan
massa seké painopiste.

9. Osoita, ettd jos G on yhtilén (3) madrddmé piste, niin
n e _
i=1

Osoita edelleen, ettd jos yhtélot (3) ja (4) ovat voimassa, niin G’ = G.
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