MANTAN LUKIO A TRX

Outoja funktioita

Differentiaalilaskentaa harjoitettiin miltei 200 vuotta ennen kuin sen perus-
tana olevat reaaliluvut seké funktio ja sen raja-arvo madriteltiin tdsmallisesti
turvautumatta geometriseen havaintoon ja "rajattoman lahestymisen” kaltai-
siin kuvaileviin ilmaisuihin. Tama tapahtui 1800-luvulla, ja samalla selkiytyi-
vit funktion jatkuvuuteen ja derivoituvuuteen liittyneet ongelmat. Sitd en-
nen oli jopa yritetty todistaa, ettd funktion jatkuvuudesta seuraisi derivoitu-
vuus joitakin yksittéisia kohtia lukuunottamatta. Kasitteiden selkiytymisen
myo6ta keksittiin kuitenkin funktioita, jotka ovat kaikkialla jatkuvia, mut-
ta joilla ei ole derivaattaa yhdessdkéddn kohdassa. Téllaisten ja muidenkin
vastaavien funktioiden olemuksen ymmaéartdminen edellyttdd siis analyysin
peruskésitteiden tarkkaa tuntemista. Teemme tarvittavat méarittelyt puut-
tumatta kuitenkaan itse reaalilukuihin. Riittdd, ettd voimme samastaa ne
suoran pisteisiin, jolloin on luontevaa puhua niiden vélisisté etaisyyksista.

Masrittelyja

Olkoon funktio f méaéritelty kohdan z, erddssd ympéaristossa tétd kohtaa
mahdollisesti lukuunottamatta. Se, ettd luku f(x) ldhestyy lukua a, kun x
lahestyy lukua z(, tarkoittaa sité, ettd jos € on mikd tahansa positiivinen
reaaliluku, niin lukujen f(z) ja a vilinen etéisyys on mahdollista tehdé pie-
nemmaéksi kuin tuo e valitsemalla x riittdvan ldheltd xq:aa. Siis funktiolla f
on kohdassa x( raja-arvo a, jos jokaista positiivista lukua ¢ vastaa sellainen
positiivinen J., etta

O0<|z—mo <d: = |f(x)—al<e.

Funktio on jatkuva kohdassa z( jos funktion raja-arvo kohdassa xy on sama
kuin funktion arvo téssi kohdassa. Siis funktio f on jatkuva kohdassa x, jos
jokaista positiivista lukua ¢ vastaa sellainen positiivinen 6., etta

0<|z—m <d: = |f(x)— f(zo)| <e.
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Jos funktio ei ole jatkuva kohdassa x, niin se on epédjatkuva tissi kohdassa.

Lukujonolla (a,) on raja-arvo a, jos lukujen a ja a, vélinen etéisyys voi-
daan tehdd pienemmaéksi kuin mikéd tahansa positiivinen luku valitsemalla
n riittdvéan suureksi, siis jos jokaista positiivista lukua € vastaa positiivinen
kokonaisluku n, siten, etti n > n. = |a — a,| < . Jos jonolla on raja-arvo,
niin jono suppenee. Muussa tapauksessa jono hajaantuu.

Jos jono on kasvava ja ylhdiltd rajoitettu, tai vastaavasti viheneva ja al-
haalta rajoitettu, niin jono on suppeneva. Tamé monotonisen jonon suppe-
nemislause on reaalilukujen tédydellisyysaksiooman erds muoto, joten sitd ei
tarvitse todistaa, ks. [1]. Pidimme myos selvéné, ettéd jos x on mikd tahansa
reaaliluku, niin on olemassa pelkista rationaaliluvuista seké pelkisté irratio-
naaliluvuista koostuva jono, jonka raja-arvo on .

Funktion raja-arvo voidaan méaritella myos suppenevien jonojen avulla. Funk-
tiolla f on kohdassa xg raja-arvo a, jos jokaiselle kohti xy:aa suppenevalle jo-

nolle (x,), jonka termeille f(z,) on olemassa, jonon (f(x,)) raja-arvo on a.

Jos erityisesti 10ytyy yksikin kohti lukua xy suppeneva jono, jota vastaava

funktion arvoista muodostuva jono hajaantuu, niin funktiolla ei ole raja-

arvoa kohdassa xj. Jos taas 16ytyy kaksi eri jonoa, jotka suppenevat kohti

lukua x, mutta joita vastaavilla funktion arvoista muodostuvilla jonoilla on

eri raja-arvot, niin silloinkaan funktiolla ei ole raja-arvoa kohdassa x,. Jé-

tamme lukijan todistettavaksi, ettéd tédssd annettu raja-arvon méaritelma on

yhtépitavé alkuperiisen (g, 0)-mééritelmén kanssa.

Outoja funktioita

Esittelemme aluksi harjoitustehtdvind kolme jatkuvuuden késitettd havain-
nollistavaa funktiota.

1. Osoita, ettd funktio

/0, kuinz € Q,
f(x)—{ 1, kunz € R\ Q,

on jaksollinen ja epéjatkuva kaikkialla. Maaritd funktion jaksot. Saksa-
lainen matemaatikko Johann Peter Gustav Lejeune Dirichlet (1805 —
1859) laati tamén esimerkin ilmeisesti osoittaakseen, ettéd on olemassa
muitakin kuin lausekkeiden avulla mé#ériteltyja funktioita.
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2. Osoita, ettd funktio

[ 2% kunzeQ,
f@)_{o, kun z € R\ Q,

on jatkuva ja derivoituva ainoastaan yhdessid kohdassa.

3. Funktio f on méiritelty siten, etti f(z) = 0, kun z € R\ Q, ja jos
x =p/q, missi p € Z, q € Z, ja syt(p,q) = 1, niin f(x) = 1/q. Osoi-
ta, ettd tamé funktio on jatkuva jokaisessa irrationaalisessa kohdassa
ja epdjatkuva muulloin. Onko f derivoituva irrationaalisissa kohdissa?

Kuten alussa totesimme, on olemassa funktioita, jotka ovat kaikkialla jatku-
via mutta eivit missdédn derivoituvia. Ensimmaéiset esimerkit sellaisista kek-
sittiin 1800-luvulla, mutta ne ovat hyvin vaikeita. Ehka yksinkertaisimman
mahdollisen esimerkin julkaisi hollantilainen matemaatikko Bartel Leendert
van der Waerden (1903 — 1996) vuonna 1930, ks. [2]. Tutkimme sitd pienen
esivalmistelun jélkeen.

Olkoon {x} luvun z etiisyys lahimmaéstéd kokonaisluvusta. Funktio z — {z}
on jatkuva ja jaksollinen. Sen perusjakso on 1 ja 0 < {z} < 3 kaikilla 2

arvoilla.

Esimerkkifunktiomme on

jono (f,) on kasvava ja ylh#éltd rajoitettu, silla yhteenlaskettavat ovat ei-
negatiivisia, ja

" {10k} 11 1o 1 5
n = < — _— < = _— = —

kaikilla € R. Monotonisen jonon suppenemislauseen perusteella jono (f,)
suppenee kaikilla x:n arvoilla, joten f on kaikkialla mééritelty. Osasummat
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ovat myos jatkuvia, silld ne ovat jatkuvien funktioiden &érellisid summia.

Tutkimme tarkemmin jonon (f,) suppenemista. Erotus

o [e.e]

10" 1 11
HORSAGIESSY {105} <52 qm =g o<

ja 107" voidaan tehdd pienemmaéksi kuin mika tahansa ennalta valittu positii-
vinen luku valitsemalla n riittdvan suureksi. Jos siis € > 0 on mielivaltaisesti
valittu, niin on olemassa luvusta x riippumaton kokonaisluku n. siten, etta
jos n > ng, niin |f(z) — fu(x)| < e. Koska suppeneminen ei riipu x:sté, sa-
nomie, ettd jono (f,) suppenee tasaisesti. Todistamme, etté sen raja-arvona
oleva funktio f on jatkuva.

Olkoon siis zp € R ja ¢ € R, mielivaltaisesti valittuja. Jonon (f,,) tasaisen
suppenemisen takia on mahdollista valita niin suuri n € Z, , etta

e . €
|f(z) = falz)]| < 3 Ja | (o) — falzo)| < 3
Koska f,, on jatkuva, on olemassa §. € R, niin, etti
€
0 <|z—m| <0 = |fulx)— fulzo)| < 3

Siis valittua e:ia kohti on olemassa . siten, ettd jos 0 < |x — zg| < d¢, niin
|f(@) = f(zo)l = |f(2) = fa(®) + ful@) = falzo) + ful2o) = f(20)] <

7() = Ful@)] + 1fule) = Fulw)] + uloo) = Flao)] < 5+ 545

5 =&
Téten funktio f on kaikkialla jatkuva.

Osoitamme, ettd f ei ole derivoituva. Voimme rajoittua vélille [0, 1], sil-
l& f on jaksollinen ja sen perusjakso on 1. Olkoon siis = 0,aiasa3. ..
valiltd [0, 1] mielivaltaisesti valittu luku. Sovimme, ettd jos sen desimaa-
likehitelmé on tyyppia 0,2999..., niin muutamme sen muotoon 0,3000.. ..
Jos O,ap 1G9 ... < %, niin {10*2} = 0,a411ax12 . .. ja muussa tapauksessa
{102} = 1 — 0,ap4 1042 - . .. Muodostamme kohti nollaa suppenevan jonon
(h.,) siten, etté erotusosaméérista

f& + ) — f(2)
hm

dpy =
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muodostuva jono (d,,) hajaantuu. Olkoon h,, = —107™, jos a,, = 4 tai
am =9, ja hy, = 107™ muulloin. Jos k > m, niin lukujen 10%(z + h,,) ja 10¥z
desimaaliosat ovat samat, jolloin {10%(z + h,,,)} — {10*z} = 0. Tésti seuraa,

etta
f@+hm) = f(x) _ i {10%(z + hyn) } — {1072}

dp, =
. 10% h,y,

k=0

{10"C T+ hy)}— {10’%}
B Z 10% h,,

Lukujen A,, valintatavasta Johtuen tédssd summassa yhteenlaskettavien osoit-
tajissa olevat luvut {10%(x + h,,)} ja {10¥z} ovat molemmat joko tyyppii
0,ak410k42 - - ., jolloin

{10%(z 4 hy)} — {10Fz}  £10F™
10% hyy, ~ H10km 7

tai tyyppid 1 — 0,ax11ak42 - . ., jolloin

{10%(x + hyy)} — {10k} _ 105
10% h,, 4 10k—m

= 1.

Siis summassa
’”Z {10%(x + h,,)} — {10%2}
10% h,,

k=0
jokainen yhteenlaskettava on joko 1 tai —1. Niinpéa kaikilla m:n arvoilla

dm+1 = dm + 1 tal dm+1 = d’m — ]_,

joten jono (d,,) hajaantuu.
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